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Resumen

Un campo vectorial ultraliviano acoplado a B — L perturba la érbita de un pulsar binario, y cuando su masa
coincide con un miltiplo de la frecuencia orbital el efecto se acumula y la sensibilidad mejora. Barriendo en
masa aparecia algo incémodo: justo en el centro de cada pico la cota sobre el acople empeoraba, y justo ahi la
cadena de Markov dejaba de mezclar. Para decidir si ese antipico es fisico o numérico, calculamos la misma
posterior por un camino que no muestrea, apoyado en tres reducciones exactas. Los dos métodos coinciden
donde la cadena mezcla, el nuevo evaltia también el centro exacto, y el antipico resulta fisico: en resonancia
exacta hay, para cada orientacién del campo, una fase casi invisible, y esa franja angosta de fase es la que fija
la cota.

1. Introduccién: materia oscura ultraliviana y timing de pulsares

Si la materia oscura es un campo ultraliviano (m ~ 10722 V), su longitud de onda de de Broglie es galdctica
y se comporta como una onda cldsica que oscila con frecuencia igual a su masa. Tomamos un campo vectorial
(espin 1) acoplado a B — L: cada estrella adquiere una carga proporcional a su niimero de neutrones, y el sistema
binario siente una fuerza relativa oscilante
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con A(Y, ) la direccién del campo, p y T su amplitud y fase locales (estocdsticas), d. la asimetria de carga entre
las estrellas y g el acople adimensional que queremos acotar.

Un pilsar de milisegundo es un reloj: se miden los tiempos de llegada (TOAs) durante anos, se les resta el
mejor modelo de timing, y quedan los residuos r, de microsegundos. La fuerza (1) perturba los elementos orbitales
pr € {Py,z,e,w, Ty}, y cada uno mueve los residuos a través de la derivada que el ajuste ya conoce. Eso define el
template, lineal en g:
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Los residuos son gaussianos, con una covarianza C = N + T®TT que incluye el ruido blanco (N), el ruido rojo del
pilsar y la marginalizacién del modelo de timing (base T, priors ®). Con los datos de J1903+0327 del conjunto
wideband de NANOGrav 15yr [2],
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con 0 = (g,p, Yo, 9, ¢, Ared, Vred) y priors fisicos: Rayleigh en p, uniforme en la fase, isétropo en la direccién,

plano en g. S6lo interesa g; marginalizando los otros seis pardmetros (¢) queda

2(g) = / Llg, )7 (@) g, pllogieg|r) x g Z(g), (4)

y la cota al 95 % es el percentil 95 de esa posterior. La integral de seis dimensiones se hace, habitualmente, con
una cadena de Markov (MCMC) por masa.

Resonancias. La fuerza oscila con m y la érbita con wy. Si m — nwy, el efecto deja de promediarse a cero 6rbita
a 6rbita y se acumula: los elementos derivan linealmente en ¢, lo que sobre T,,s = 10,7 anos amplifica la sefial
en ~ wpTyps =~ 260. En una érbita excéntrica resuenan todos los arménicos n, no solo el fundamental; por eso
J19034-0327 (e = 0,4367, el mas excéntrico del wideband). Cada pico tiene un ancho relativo 1/(nwyTons) (0,00390
paran = 1), y el barrido se mide en anchos de pico: seis arménicos y una década de masa a cada lado.



2. Motivacion: un antipico donde la cadena no mezcla

Acercandose a una resonancia la cota mejora, como corresponde. Pero justo en el centro exacto m = nwy
empeora, entre 1,6 y 2,2dex segtin el armoénico: un antipico. Y en ese mismo punto la cadena se porta mal.
Lo mide el ESS (effective sample size): como cada paso de la cadena estd correlacionado con el anterior, N
pasos equivalen sélo a ESS = N/7 muestras independientes (7 el tiempo de autocorrelacién). En el centro exacto,
cadenas de 100000 pasos dan ESS ~ 70, y seis cadenas idénticas salvo la semilla dan cotas que se dispersan 1,3 dex.
Con una sola herramienta la pregunta sel antipico es fisico, o la cadena no llega? no tiene respuesta: si el método
falla justo donde queremos mirar, no hay con qué contrastar. Hacia falta calcular Z(g) por un camino que no
muestree.

3. Metodologia: lo que hizo el agente
3.1. Validaciéon del template

Antes de dudar del muestreo hay que descartar que el problema sea la sefial. Las perturbaciones salen de las
ecuaciones osculantes de Gauss; por ejemplo, para el semieje,
— |
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con fy, fo las componentes radial y tangencial de (1) y 6 la anomalia verdadera. El template de produccién no
integra esto: usa formas cerradas obtenidas desarrollando en series de Fourier—Bessel. En resonancia exacta,
m = Nuwy, la parte que crece es
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y hay una expresion analoga para cada elemento. La validacién es una cadena contra lo tinico que no puede coincidir
por casualidad, las ecuaciones osculantes exactas como la (5), evaluadas sin ninguna expansién sobre la 6rbita
kepleriana: (i) las tasas en serie de Bessel reproducen el lado derecho crudo a ~ 1071%; (ii) integradas durante
15 afios, las formas cerradas coinciden con la cuadratura numérica de las osculantes al piso de esa cuadratura
(<6 x 1077,y 10791078 en las resonancias de J1903+0327), en los ocho canales orbitales, en resonancia y fuera;
(iii) el template que usa el pipeline reproduce esas formas cerradas a 1,6 x 1072, El template no es el problema.

3.2. El método de cuadratura, paso a paso
La idea es hacer la integral (4) de frente. Parece imposible en seis dimensiones, pero el problema tiene tres
propiedades exactas que la reducen a una integral sobre la esfera.

Paso 1 — toda la informacion de una masa cabe en 27 niimeros. La sefal es bilineal en los dngulos: con
a = (sin ¥ cos p, sin ¥ sin ¢, cos ¥) y b = (cos Yy, sin Ty),
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con seis templates Uy fijos (verificado a 2,4 x 10~). Como la log-verosimilitud (3) es exactamente cuadratica
en h, escribiendo ¢ = a ® b € RS:
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d (6 nimeros) y G (21) se calculan una vez por masa y dan la verosimilitud en cualquier punto sin volver a tocar
los datos. N, T'y ® salen del mismo objeto de enterprise [3] que usa la cadena. Un detalle que importa: G no se
calcula restando UTN~IU — (TTN7IU)TS~YTTN~1U) (Woodbury), que a masas altas es resta de nimeros casi
iguales y llega a dar autovalores negativos, sino como la norma del residuo de un ajuste por cuadrados minimos,
u'C~'v = (res(u), res(v)), resuelto por QR del sistema aumentado [N~Y/2T; ®=1/2] [4]. Asi G es un gramiano:
semidefinida positiva por construccion.

Paso 2 — amplitud y fase salen en forma cerrada. El prior de p es Rayleigh, 2pe_92, y el de Ty uniforme:
eso significa que el par z = pb = (pcos Yo, psin Ty) es un gaussiano bidimensional, 7(z) = rleml?P Y
por (7) la sefal es lineal en z: pc'd = 2Tu(a) y p?c"Ge = 2TH(a) 2, con

uk(a) = Zai d(ik})a Hkl(a) = Zaiaj G(ik),(jl) (2 X 2). (9)
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La integral sobre 2z es gaussiana, con exponente —%ZT(QI +¢?H)z+gu'z:
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J1903+0327 — ULDM vectorial: cota al 95 % por los dos metodos
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Figura 1: La cota al 95 % contra la masa, por los dos métodos. Las lineas punteadas marcan m = nwy; los seis dips
son las resonancias, y en cada centro exacto (s6lo cuadratura) la cota vuelve a subir.

Como H es 2 x 2 no hace falta diagonalizar nada: det(2I + ¢g?H) = 4 +2¢* trH + g* det H y u"adj(2] + ¢g>H) u =
2ul? + g? uTadj(H) u, todos términos positivos, sin cancelaciones. Esta reduccién no es una comodidad: haciendo
la integral en la fase por cuadratura numérica la cota no converge, porque en resonancia el integrando es un pico
agudisimo justo en esa direccién (§3.3).

Paso 3 — queda una integral sobre la esfera. La direccién es isétropa, asi que
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con Gauss—Legendre en cos? y trapecio en ¢: una regla exacta para armoénicos esféricos hasta grado 2Ny — 1. En
produccién, 320 x 640 nodos.

Paso 4 — el ruido rojo. Como Z(g=0]|a) = 1 para cualquier ruido, la verosimilitud se factoriza y el ruido
rojo se marginaliza sobre una grilla en (Ayed,Vred) pesada por su propia verosimilitud: Z(g) = > wsZs(g),
ws x Lo(As,7s), con un par (d, G) por nodo.

Paso 5 — la cota. p(log;,9) x g Z(g) y su percentil 95, con ezactamente el mismo post-proceso que usa la
cadena. Los dos métodos difieren sélo en cémo obtienen Z(g).

Verificacién. Es una cadena: si un eslabén falla, los siguientes no significan nada. (i) El template, contra las
osculantes exactas (§3.1). (ii) Bilinealidad (7), 60 direcciones al azar por masa: 2,4 x 107!, (iii) El nicleo (d, G)
contra la verosimilitud del pipeline en puntos al azar: [AInL| < 1,4 x 10719 — el método evaltia la misma
verosimilitud que la cadena. (iv) La forma cerrada (10) contra cuadratura bruta con 120000 nodos en la fase:
7 x 10715, (v) La malla (11) por refinamiento y contra Monte Carlo de 10° direcciones: < 0,01 dex.

3.3. Cémo mirar las direcciones ciegas

Para cada orientacién a, H(a) tiene dos autovalores A_(a) < A;(a) cuyos autovectores son dos fases del
campo: una que el pilsar registra bien y otra, T*(a), que registra mal. El acople al que cada una darfa sefial /ruido
lesgy = )\;1/2. Midiendo la fase desde la ciega, § = To — T*(a), se puede fijar todos los dngulos y marginalizar
sblo la amplitud, que también es cerrado:
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que promediado en § reproduce (10) (verificado a 5,1813 x 1075 en In Z). Con (12) se obtiene la cota a dngulos
fijos y la posterior ezacta en el plano (logyy g,9), sin sortear nada.

4. Resultados

Los dos métodos coinciden donde la cadena mezcla. Sobre las 180 masas en comin (Fig. 1) la diferencia
MCMC — cuadratura tiene mediana —0,062 dex y RMS 0,25 dex, y ese RMS baja de 0,36 a 0,25 dex al cuadruplicar
el largo de las cadenas: lo que queda es ruido de muestreo. La mejor cota del barrido es log,;, g < —22,30 en



Cota al 95 % con todos los angulos fijos (linea: mediana sobre las orientaciones del campo; banda: 5-95 %)
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Figura 2: La cota con todos los dngulos fijos, calculada con (12), contra la distancia ¢ a la fase ciega (linea: mediana
sobre las orientaciones; banda: 5-95 %). Punteadas: las cotas marginalizadas. En el centro exacto la marginalizada queda
por encima de casi toda la curva: la fija la franja de § ~ 0.

La posterior exacta en el plano (acople, fase): en el centro, a acople grande sélo sobrevive una franja de fase cada vez mas angosta
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Figura 3: La posterior exacta en el plano (acople, fase), calculada con (12) sobre una grilla, con las muestras de
seis cadenas MCMC encima (azul). Arriba, la marginal en log;, g. En el centro exacto (izquierda), a acople grande sélo
sobrevive una franja de fase cada vez mas angosta: un embudo. A 3.2 anchos (derecha), no.

m = 4,9679 x 10722 eV. La cuadratura evaltia ademads el centro exacto de los seis picos, y ahi el antipico estd: la
cota sube 1,6-2,2 dex respecto del mejor punto del pico. No es un artefacto de muestreo, porque este método no
muestrea.

El antipico lo fija una franja angosta de fase. La Fig. 3 muestra por qué. Para g, < g < g_ sélo sobreviven
las fases con |§] < (g+/A+) 71 la fraccion del prior que sobrevive cae como 1/g y compensa exactamente el prior
plano en g¢: p(log,, g) tiene una meseta de varias décadas, que empuja el percentil 95 hacia arriba. En el centro
exacto la fase ciega es 2,9 dex mas dificil de ver que la fuerte; a 3.2 anchos, sélo 0,5 dex. Fijando todos los angulos,
la cota tipica en el centro es —23,06 y s6lo en la fase ciega llega a —20,12: la marginalizada, —20,67, es mas
débil que la cota a angulos fijos en todo el espacio de dngulos salvo un 0,25 % (Fig. 2). Las cadenas confirman la
geometria: en el centro, sus muestras de mayor g estdn a una mediana de 0,08° de la fase ciega (a 3.2 anchos,
17°). Un embudo asf es la geometria cldsica en la que un muestreador de Metropolis no mezcla: las propuestas que
sirven en la boca son enormes para el cuello.

Sacando esa franja, el antipico desaparece. Si la franja ciega es la causa, excluirla del prior tiene que borrar
el antipico, y excluir la misma franja fuera del centro casi no tiene que cambiar nada. Es lo que pasa (Fig. 4).
Con todas las fases el antipico vale 1,7-2,3 dex; sacando [0] < 5° (5,6 % del prior de la fase) queda en 0,2dex, y
sacando |d] < 10° en 0,06 dex, en los seis arménicos por igual. El control a 3.2 anchos casi no se mueve.

De dénde sale la fase ciega. En (6) la deriva secular depende de la fase a través de una combinacién de cos Yo
y sin Tg: en resonancia hay una fase que acumula 6rbita a érbita y otra, a 90°, cuyos empujones se cancelan en
cada Orbita — como empujar una hamaca a destiempo. Por eso la fase ciega aparece ya en la senial sola, sin



Sacando unos pocos grados de fase, el antipico desaparece en los seis arménicos
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Figura 4: La prueba causal. El antipico (cota en el centro menos cota a 3.2 anchos) cuando se excluye de la marginalizacién
una franja |§| < do alrededor de la fase ciega, para los seis arménicos. Las dos cotas de cada punto se calculan con los
mismos ajustes.

ningin ajuste: acercarse al centro la vuelve 1,5 dex més ciega. Lo poco que queda de ella es lento, y el modelo de
ruido de baja frecuencia (ruido rojo y DMX) se lo come: eso agrega otros 0,9dex en el centro. Los pardmetros
orbitales del ajuste (incluida la deriva w) no participan: sacarlos del modelo no cambia nada.

5. Conclusiones

1. El antipico es fisico, no un artefacto del muestreo. Aparece igual en un método que no muestrea y que
reproduce la verosimilitud de la cadena a 107'0; y tiene una causa concreta y verificable: en resonancia exacta,
para cada orientacion del campo hay una fase casi invisible, y esa franja angosta de fase domina la cola de la
posterior y fija la cota. Excluyéndola, el antipico desaparece en los seis armoénicos.

2. La cadena, ahi, no servia para decidirlo. La posterior tiene forma de embudo, las cadenas no mezclan
(ESS ~ 70) y seis semillas dan cotas separadas por 1,3dex. La cuadratura da un nimero.

3. Ahora se puede explorar esa regién. El método evalia el centro exacto de cada pico, donde la cadena no
entra, coincide con ella donde si mezcla, y tarda segundos por masa contra decenas de minutos de una cadena.

Alcance. Es la cota de un pulsar; el maximo de la log-razon de verosimilitud en todo el barrido es 5,5, que para 186
masas no es una deteccién. Todo el cddigo, los datos y los chequeos estan en el repositorio: scripts/reproduce.sh
regenera figuras y nimeros, y ningin nimero de este texto estd tipeado a mano.
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