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Resumen

La binaria interna de un triple jerarquico emite ondas gravitacionales que atraviesan el campo del
tercer cuerpo. Calculamos su amplificacién por un lente puntual en dos épocas del mismo inspiral.
A 0.05 Hz domina la difraccién y la 6rbita externa produce pulsos periddicos; entre 10 y 125.6 Hz
aparecen dos imdgenes, franjas y un eco 3.43 s tardio. La misma 6rbita introduce un retardo de Roemer
cuya modulacién de fase en el caso de baja frecuencia supera a la fase residual del lente por un factor
5206. Los dos efectos se separan por su huella sobre amplitud y fase. Las deducciones y comprobaciones
numéricas se documentan en [1] y en el repositorio.

1. Sistema y método

El sistema contiene una binaria de m; = 20 Mgy y mp = 15 Mg que orbita un lente de My = 5 X 10* M,
a 5 kpc. La 6rbita externa es circular, de radio 1.82 UA, periodo 4 dias e inclinacién 87°. La masa del lente
fue elegida para situar dos épocas del mismo inspiral a lados opuestos de la transicién entre difraccién y
Optica geométrica; no se propone como un valor astrofisicamente tipico.
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Figura 1: Geometria del triple, fuera de escala. La separacion longitudinal Dy g y la transversal & son
proyecciones de la misma 6rbita.

En la convencién de Fourier A(f) = / h(t)e=27/1 dt, 1a onda con lente es iy (f) = F(w, y)h(f). El
factor complejo F altera amplitud y fase y depende de
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donde € es la separacién transversal fuente—lente y 19 el radio de Einstein proyectado al plano de la fuente.
La separacién longitudinal Dy s es la otra proyecciéon de la misma 6rbita, y cuando la fuente estd delante
del lente, durante media vuelta, no hay lente: F = 1.



La solucién exacta del lente puntual se expresa mediante una funcidn hipergeométrica confluente [2, 3].
Para w > 1, su limite de fase estacionaria es la suma de dos imédgenes:

F(w,y) = vty +ivflu_| e ™AT0), 2)

La fase se refiere a la llegada de la imagen fuerte; el signo hace que la imagen débil llegue después. En
el pardametro de impacto de este sistema, el limite geométrico difiere de la forma exacta en 3.1 x 10™* al
umbral w = 30, y menos ain en la banda del caso A.

frecuencia w régimen
CasoA 10— 125.6 Hz 61.9 — 777.6 dos imagenes
Caso B 0.05 Hz 0.309 difraccién

El contraste no exige cambiar de sistema ni de lente: en A el chirp recorre F' en frecuencia con y fijo; en B
la 6rbita recorre F en tiempo con w casi fijo. La binaria interna es puntual para el lente: aj, /5o = 6.4 x 1073
en la conjuncion. El triple supera el criterio de estabilidad de Mardling—Aarseth por un factor 93 [4]. La
derivacion y los controles de validez estdn desarrollados en [1].

2. Caso A: el chirpy el eco

Desde 10 Hz hasta fi,c, = 125.6 Hz faltan 15.18 s, apenas 4.4 x 107> del periodo externo. El lente
queda congelado en y4 = 1.589. La seiial sin lente es IMRPhenomD [5, 6], con merger y ringdown; si
PyCBC no estd disponible, el programa usa TaylorF2 a 2PN, sélo inspiral. Los valores y las figuras de este
informe proceden de la primera opcion.

Las dos imdgenes de la Ec. (2) interfieren a lo largo de unas 400 franjas: | F| oscila entre 0.789 y 1.268,
con separacién 0.291 Hz. El retardo entre imédgenes es AT = 3.434 s. En la Figura 2 el eco reproduce
también el merger y el ringdown, con un pico cuya amplitud es 0.23948 veces la del pico sin lente. La
magnificacién de la imagen débil predice \/m = 0.23960, de acuerdo al 0.05 %.

Caso A: el chirp en tiempo-frecuencia — el lente lo duplica
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Figura 2: El chirp sin lente (arriba) y con lente (abajo): la segunda traza reproduce toda la sefial 3.43 s més
tarde.



La amplificacién RMS reconstruida es 1.05568. Por Parseval y por el promedio de las franjas debe
tender a la raiz de la magnificacién total de Paczysiski [7], 1.05585: la diferencia relativa es 1.6 x 1074,
Este contraste atraviesa el generador de onda, el evaluador de F y la reconstrucciéon temporal, por lo
que comprueba la construccién completa. El movimiento de la fuente durante esos 15 s deja una fase no
degenerada de apenas 0.0068 rad a fiso, por lo que se reporta sin remuestrear la sefial.

3. Caso B: difraccion repetida

Mas temprano en el mismo inspiral, fp = 0.05 Hz deriva s6lo 1.9 % durante una observacién de 12
dias, tres periodos externos. Aqui wp = 0.309 y y(¢) barre la solucién exacta de difraccién. El patrén de
la Figura 3 contiene anillos de amplificacidn; la 6rbita cruza su zona central una vez por vuelta. Durante
media Orbita la fuente estd delante del lente y la sefial permanece sin amplificar. Resultan tres pulsos, uno
cada cuatro dias, como en la Figura 4: es el régimen de lente repetido de D’Orazio and Loeb [8], ahora
calculado en 6ptica de ondas.

Caso B: patrén de difraccién en el plano de la fuente (wg = 0.31)
anillos concéntricos, con el pico del anillo de Einstein al centro

I Ymin = 1.59
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Figura 3: Patrén |F(wg, y)|?; 1a cruz marca el minimo orbital y = 1.589. Los anillos son difraccién, no
imégenes separadas.

En el pico, |F| = 1.177 y |F|* = 1.384; cada pulso dura unas 1.8 h a media altura. La amplificacién
RMS sobre los 12 dias es apenas 1.003: la firma no es el promedio sino la periodicidad y la forma de los
pulsos. La envolvente de la Figura 4 sube ademds 1.29 % por el inspiral de la fuente, no por el lente.



1e—19 Caso B: vista de detector idealizada sobre toda la observacién

- —— envolvente sin lente
% — envolvente con lente
. 3.4
=4
£
<
o 327
°
£
o 3.0
>
©
>
c
v 2.8
0 2 4 6 8 10 12
t [dias]
1e—19 Ampliacién en el pico: las crestas con lente son un 17.7% més altas
—— con lente
— sin lente
2 -
S
©
s 07
=
_2 -
—4 . T . . .
—-40 -20 0 20 40

tiempo respecto del pico del pulso [s]

Figura 4: Vista de detector idealizado: tres pulsos en la envolvente durante 12 dias (arriba) y cinco ciclos de
la portadora en un pico (abajo). All{ las crestas con lente son 17.7 % mas altas.

La huella cinematica de la misma orbita

La fuente se mueve a |vjos|/c < 0.0165. La onda observada se evaltia en el tiempo de emision retardado,
definido por tops = fem + Zsre (fem)/c. Esa sustitucién ya incorpora el corrimiento Doppler de primer orden.
El retardo de Roemer varfa 1810 s pico a pico, equivalentes a 90.5 ciclos de la onda a f. La fase residual
del lente varia sélo 0.0174 ciclos: la razén es 5206. El retardo es maximo en conjuncion, justo en el pulso;
el corrimiento de frecuencia, su derivada, se anula alli y alcanza sus extremos un cuarto de periodo después.

La distincién observable estd en la amplitud: la cinemética cambia la envolvente sélo 1.1 x 1073,
mientras que | F| produce el pulso. Evaluar F al w g nominal, sin introducir la frecuencia Doppler instantdnea,
causa un error relativo de 1.1 x 10~ en | F| al pico y hasta 3.5 x 1073 lejos de éL.

4. Alcance y conclusion

El modelo supone un lente puntual, delgado y en campo débil. La aproximacién paraxial se tensa
brevemente cerca de cada cruce Dy s = 0, donde también F' — 1. El caso B usa una forma de onda de orden
dominante: sus pulsos de amplitud son robustos, pero la pequeiia fase de lente no es una prediccion de
detectabilidad. La vista de detector omite ruido y respuesta instrumental. El factor 5206 compara Roemer
con la fase de F referida a la primera imagen, no con todo el retardo gravitatorio de una primera imagen
movil.

La deflexion es débil en los rayos que importan: el radio de Einstein en el plano del lente queda a 121
radios gravitatorios, y la correccién de segundo orden a la deflexion vale 1.17 % en el pardmetro de impacto
utilizado. En el caso B, el movimiento del lente es adiabatico donde la amplificacion es apreciable: su
escala temporal supera por al menos 5844 veces al tiempo de respuesta 4G M /c>. Estas condiciones se
comprobaron para el sistema concreto, no se supusieron por el mero hecho de que la érbita sea jerarquica.

El corrimiento gravitatorio de la fuente en el potencial del lente y el Doppler transverso forman, para
esta Grbita circular, un factor constante (1 — 3G My /aguc?) ™2 — 1 = 4.08 x 107*. Se reporta como sesgo
en la masa de chirp inferida: al ser constante, no genera un rasgo temporal separable en una sola sefial.



Si la 6rbita externa fuera excéntrica, esa simplificacién ya no valdria. Tampoco se alimenta la frecuencia
observada instantdnea a F en el caso B; la cota de error en el pico se dio arriba.

En el mismo sistema, el chirp rdpido deja un lente estético y revela dos imdgenes y un eco; la sefial lenta
deja ver al lente moverse y produce pulsos de difraccién. La 6rbita que causa esos pulsos también modula
la fase con mucha mds fuerza, pero apenas altera la envolvente. Los detalles y limites de las aproximaciones
se encuentran en [1].
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